Il circuito RLC serie

 Se sl aggiunge un
induttore al circuito RC si L

ottiene un circuito RLC — W
serie. R

e Sia L I’ induttanza
(coefficiente di C/\D
autoinduzione) dell’ c=
Induttore

* Proviamo a risolvere il
circuito (ciloe’ a trovare la
corrente che lo attraversa)
quando e eccitato da una

sorgente sinusoidale. V =V_cos(awt + ¢, )




Il circuito RLC serie

 Per la seconda legge di
Kirkhoff: L

— W
V=LOI—I+RI+9 R
dt C

 Per |’ induttanza abbiamo </\>
considerato la forza
elettromotrice autoindotta C]
—Ldl/dt e 1’ abbiamo
spostata a secondo
membro cambiandola di

segno. )
 Derivando rispetto a t: d_V — |_d_I +R dl 4 |

dt dt? dt C



dv_ 4% pdl T ] circuito RLC serie
dt dt* dt C

* E’ una eq. differenziale lineare del secondo
ordine non omogenea. La soluzione ¢ la
somma dell’ integrale generale dell’
omogenea piu un integrale particolare della
disomogenea.

d?l dl |

| — +R—+—=0 Omogenea associata
dt? dt C

* Fisicamente la soluzione dell’ omogenea
corrisponde al comportamento transitorio
iniziale; a regime vale 1’ integrale particolare.




(41 gdl, 1o Hcircuito RLC serie
dZ | dt C

 La soluzione dell” omogenea e del tipo
|(t) =1, +1,e<
« Con I, e |, costanti da determinare dalle
condizioni iniziali e k; e k, soluzioni dell’

equazione caratteristica:

LK? +RK+= =0

 quindi C

R R 1
K==t 7=
| 2L 41 LC




ponendo Il circuito RLC serie

R \/RZ 1
a=— b= - =
oL 412 LC

sl trova

la quantita b puo essere reale, nulla o immaginaria
a seconda chesia

2
4RL2 > L1C Caso 1, b reale
< R L b null
A2 LC Caso 2, b nullo
R’ < 1 : .
412 T LC Caso 3, b immaginario



Il circuito RLC serie

R \/RZ 1
a—=—— b: 2—
oL 412 LC

€
1(t) = 1,07 41,7

R* 1 . : .
e — > gli esponenti sono ambedue negativi.
41 LC
Caso sovrasmorzato :




Imponendo le conadizioni iniziall :

1(0)=0=
D:0=10)=11t)=1e 41 ™= 4+, =1, =—
e 90)=q,=
RO+ + 9o 9 %

dt|, C dt|, C

si trova quindi, derivando Ia[l] e ponendo t=0

al =2bl, —»
dt|,
__ 9%
' 2LCb
1 .
e ponendo |w.=—— |Slarriva a
P o C

Oy
I t _ _ 100 e—at ebt . e—bt
(t) b { }

|,



Quindi nel caso sovrasmorzato s
ottiene 1l seguente andamento

2

4.9, _atcr.bt bt
| () =—>-e"{e" —¢
(t) oh { }




Caso criticamente smorzato

R J R 1
A=—— b = >~
2L 4L© LC
R® 1 -
€ — = (caso criticamente smorzato) b =0
4L LC
la soluzione e'del tipo I (t) = (I, +1,t)e™

Di nuovo, imponendo le condizioni inizialisi trovano I, e 1,

1(0)=0 — 1,=0
ai _ a9 o _
dt LC LC

— ‘I (t) = —q.@,te™

0




a= b:\/RZ—LlC 1l circuito RLC serie

2L 41°

e

(1) = |.e~ (@Dt L | o(a+b)t

() 2 1 2 R . R2
R 1 ] | o = — ﬂ — . >

Se———5 < la soluzione e 2L LC 4L
4 LC 2

caso oscillatorio smorzato :

| () = qi)f e “tsen( ft)




Il circuito RLC serie

« L’ ampiezza delle oscillazioni diminuisce perche
I’ energia 1inizialmente disponibile come campo
elettrico nel condensatore viene via via dissipata
per effetto Joule nella resistenza.

* Le oscillazioni dipendono dal fatto che 1’ energia
viene rimbalzata continuamente tra condensatore
(campo elettrico) e induttore (campo magnetico)




Il circuito RLC serie

Consideriamo il caso oscillatorio smorzato.

Se R fosse nulla avremmo a.=R/2L=0 e quindi

|(t) = qoﬁ e-“sen( ) =

() = 22 ; > sen(/)

Le osgillazioni in tal caso non sarebbero smorzate

JAWAWAWA

VvV V VIV




Il circuito RLC serie

» In assenza di fenomeni dissipativi, e trascurando 1’ energia
irraggiata, 1’ energia immagazzinata nel circuito dovrebbe
rimanere costante. Vediamo se é vero.

1
E_E(O)—Z%’

_1 _ 2 L 2
E _qudq_Q /2C =CV?/2

(o

:J'Wdt :J'n_dl —1/2L172

\ E() = E, (t) + E. (1:)_—c:v2 ;Llf:E(O)?

NANNA
VAVEAVAAVER




2
(1) = q‘i;)" senpt =1_senaw,t

R LL v —0= LY oy, = Lo, cosat =V,

dt dt
E.=iCVS’ = 1CLZIZa) cos’ w,t =3 L2 cos® aw,t

E, =iLI?=1LI sin’ ot
E.+E =3iLI. Costante !

L C — L c =z E

Massima corrente Massima tensione



dVv d’l di

=L—+R—+

dt dt?

dt

C

Il circuito RLC serie

« Cosa succede a regime (se V e sinusoidale) ?
» Si cerca un integrale particolare:

V =V ej(wt+<0v)
0

_ J(at+e;)
| = | glleto

: J(ot+ey) _
JoV e =

V ellv=—o) _

0]

R+j(

—0’L+ joR +

oLt

<)

1

| e J(at+o)

A guesta equazione

SI poteva arrivare
subito dalla legge

di Ohm generalizzata.




Voej((pv—(pl) :|:R_|_ j(a) L_ij:||o
wC
ponendo
»=(p, —¢)
. 1
Z :[R+ j(a) L——ﬂ
aC
Sl ottiene
fl _VO B VO
Sz i
R2+[a) L—j
| aC
Ve =2Zl,6 =+ B 1
o L——
aC

@ = arctan




| = Vo _ Vo
VA 2 1 )2
Vel?=27l = - 1 -
o L———
= arctan
v R

se w=w,=1/~LC I'Impedenza diventa reale
(e pari a R) e lo sfasamento va a O.
condizione di risonanza.



si definisce il fattore di qualita del circuito

Q, =wo,L/R=@Q/R)VL/C esipuoriscrivere:
V V

0

0 =TT 2
A Rfor- L
wC

V. /R




Il circuito RLC serie

0

Vel - R+j(a) L—%) | L

V. /R

2 2)\?
WO,

dove Q,=aw,L/R eilfattore diqualita




Il circuito RLC serie
V V_ /R

|, =2 =

m ‘Z‘ \/1+Q02(a)2—603j2
wa

* |l circuito
presenta un
massimo di
risposta
(corrente
massimay) per

O=0,.



Il circuito RLC serie
N V V_ /R

— O __
| Io___

‘Z‘ N 2
oo

. = 1 « A secondadi
Q, (fattore di
qualita) la
curva di
risposta e piu
0 Meno
piccata.




Il circuito RLC serie

In questa
configurazione il
circuito agisce come
un filtro passa banda.

Solo le frequenze
Intorno ad ,
producono un segnale
In uscita.

1l filtro e tanto piu
selettivo quanto piu
alto e Q,,.

Viene utilizzato ad es.
per sintonizzare una
radio su una frequenza
ben precisa,
eliminando le altre.



Il circuito RLC serie

1

0.707

 Lalarghezza di

banda del filtro
Aw € la
distanza tra i
due punti della
risposta in
frequenza in
cul la risposta
e 1/sqrt(2) del
massimo.

E’ strettamente
legata a Q..



Il circuito RLC serie

I 1

V. IR s o2
O,

vale1/~/2 guando

2 2)?
Qf(“’ "’] -1
W,




Il circuito RLC serie

Qo Fww, —Q w> =0

la soluzione e

- Fo, J_r\/a)f +4Q°w?
_ 20,

e le due soluzioni positive sono

a

+ w, + \/ w? +4Q w; La larghezza di banda &
W5 =

Inversamente
proporzionale al

fattore di qualita Q, . II
filtro e tanto piu selettivo
quanto piu alto e Q..




Il circuito RLC serie

e La resistenza minima del
circuito ¢ quella dell’
avvolgimento con cui si
realizza I’ induttanza.

« Con Induttanze
commerciali di ottima
qualita si ottengono fattori
di qualita dell’ ordine di
100, e quindi bande
passanti dell’ ordine di
1/100 della frequenza
centrale.

« Solo usando
superconduttori si possono
ottenere Q>>100.




Nota: Misura di Q,

Il Q, che abbiamo definito si riferisce all’
espressione della corrente nel circuito.

La R che compare nell’ espressione di Q, € la
resistenza totale del circuito, somma di

— Resistenza interna del generatore

— Resistenza interna dell’ induttore

— Resistenza reale

La corrente che scorre nel circuito puo essere

valutata misurando V ai capi della resistenza reale e
dividendo per il valore della resistenza reale.

Da una curva di | in funzione della frequenza si
valuta Q =f /Af




Nota: Misura di Q,

out

__ GENERATORE INDUTTORE
I R. ! I = L
[ —\NVW/\ I ] \NWV\—um»—,—
| ' b == |
| ' C
I
| @) Ve | Vi
: I R V. =Rl
I [
I I

e In un circuito reale solo V;, e VV, SOno
misurabili, V, non lo e (almeno non
direttamente).



[ I
—WW\ RFMWW—w——

I I s e e e e .

I I INDUTTORE —

[ I

[ </\> Vgen [ Vln

| I R V, =Rl

[ I

[ I

| GENERATORE I

______ Vout —| = Vgen

. R 0 _ 1
Q, si valuta R +R + R+ j(a)L —j
da questa wC
R

non da questa !

R +R+ j(wL—lj
wC



Nota2: se si vuole misurare R,

 Dalle misure di I si valuta Q,=f /Af e da questo
la somma di R +R;+R, da cui per sottrazione
R, (sapendo le altre due)

* Oppure, meglio

 Dalle misure di V,/V;, alla risonanza:

out

Vout — R — RL — R Vin 1
V, R+R, Vv

in |RIS out [RIS




| o sfasamento

V el = [R+ j(a) L—%ﬂloej(” o)

Vediamo le tensioni ai capi di
ciascun componente:

I tre termin1 nell” equazione
sopra sono delle tensiont, la cul
parte reale e’ la proiezione del
fasore rappresentativo sull’ asse
reale del piano complesso.

| tre vettori sono lunghi

@

rispettivamente
IR, loL, 1/oC

C
Lm 1:o:'(l)l/@
oLl
>
RI Re

—(1/aC)I,



Il circuito RLC serie

Vediamole tensioni ai capi
ciascun componente:

I tre termin1 nell” equazione
sopra sono delle tensiont, la cul
parte reale e la proiezione del
fasore rappresentativo sull’ asse
reale del piano complesso.

| tre vettori sono lunghi
rispettivamente

oLl

—w
V el =LR+ j(a) L—%)]Ioej(””(p') R %
’ (

0

v

t generico

RI

0]

\(wt+¢|)

IR, loL, IJ/oC

Al passare del tempo ruotano
mantenendo le stesse fasi
relative

Re
—(1/0C),



Il circuito RLC serie

« La composizione dei vettori
si puo fare sommando prima

| contributi di L e C:

oLl,—(1/oC)l,

>

—w
1-:) | ol@tron) R %é
oC )| °

V. el =[R+ j(a) L - ——

t generico

RI

0]

\(wt+¢|)

Re



[l circuito RLC serie —ME
Voeja)t :|:R+j(a) L_%j}loej(wt_ﬂpl) R

« E pol trovando la risultante, C/\D L
che deve essere proprio la c
tensione (complessa) del .
generatore. Im

(o T+,

e Se wL>(1/mC) , la corrente € in Vo (@ THoy)
ritardo rispetto alla tensione del Rl,
generatore oLl ~(1/oC)I, (t+o)

Re




Il circuito RLC serie

j:||oel(0) t+o,)

Vel = [R+ j(

 E pol trovando la risultante,
cioe la tensione (complessa)

del generatore.

e Se wL<(1/mC) , la corrente € in
anticipo rispetto alla tensione

oLt

@

>

Im

Rlo (a)t+§0|)
o(a)t+¢v)

/

oLl ~(1/oC)I,

*Re



circulto RLC serie o L—%

Sfasamento tra tensione e corrente: ¢, —¢@, = arctan

1 _ _
wo<w.—oowlbL——< 0= — <0
o o Dy — P,

corrente in anticipo rispetto alla tensione

1
wo>w.—mow L——>0= — >0
0] (()C CDV (Dl

corrente in ritardo rispetto alla tensione

Oa 1
¢\/" ¢I +1t/2
>
0 1 W/ 0,

—7t/2




Extratensioni L

—w
V el :[R+ j(a) L—%ﬂloej(”w') R %

 Vediamo 1 moduli delle tensioni

i L. C ]
al Capl di clascun componente
reattivo:
1 - 1
— - - ja)CVO VC — COC
V. =Z_1 = ] V. Y
R+j(a) L——j JR2+[0) L—j
aC aC
V =7, T = Jo LV, - Ve w L
R+ jlew L——- Vo , 1Y
aC R4+l w L———
awC
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1

Q%<1/2

V

Ve _ «wC
V, 1 )2
R? +[a) L—j
wC
vV, w L
V, 2
Jree(on- 1)
wC A
V.V,
© 2 Q2>1/2
o VIV, 1
VIV,
>
0 1 W/ O, 0

>
W/ ®,



Extratensioni

« Notare che, alla risonanza :

1
VC: wC _)VC: 1 :1/L:QO
V, 1 )° V, Ro,C R\C
R2+(a)L—j

Vv, _ w L N vL:a)oLzl\F:Qo

V, 1 )? V, R RVC
R? +(a) L—j

cioe la tensione ai capi di C e L e maggiore di quella di

Ingresso, di un fattore pari a Q..

» Va anche notato che, seppure le due tensioni su L e su C siano
grandi, hanno fase opposta, e quindi si elidono istante per

Istante, e non fanno scorrere alcuna corrente, né nel resistore né
nel generatore.



EXTRATENSIONI:
La tensione massima, pero, si ha

Il circuito RLC serie \mu—%
R

per una frequenza leggermente </\>

diversa da quella di risonanza.
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Si puo dimostrare che nei due casi

1
a)max (\/L) — 2 > a)O
Jio—(eS) v 1
2 C 1
1 1(R
a)maX(\/C)_\/E_E[Ij < @,
A A
V1V,
2 Q%>1/2 Q2<1/2
o VIV, 1
VIV, A
> >
0 1 ®/®, 0 1 /O,



