Oltre i principi di Kirchhoff —verso una
trattazione elettromagnetica

e Kirchhoff prevederebbe che appena chiuso I’
interruttore scorresse istantaneamente una

corrente I=V/R,,,

e |noltre, se si lavora con tensioni variabili nel tempo si
assume che la corrente sia in ogni istante la stessa in

tutta la maglia.
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Oltre i principi di Kirchhoff —verso una
trattazione elettromagnetica

e Evidentemente questo non puo essere, perche
implicherebbe un trasferimento istantaneo dell’
informazione «interruttore chiuso» dall’
interruttore al carico.

e Le informazioni non possono viaggiare a velocita
maggiore di quella della luce.

e La corrente non puo arrivare alla R, prima di t_+L/c .
Qui c e la velocita della luce: c=30 cm/ns.




Oltre i principi di Kirchhoff — verso una
trattazione elettromagnetica

e Seipotiziamo che i segnali si propaghino a
velocita dell” ordine di ¢, per L=30 cm abbiamo un
ritardo di circa 1 ns.

e Una corrente sinusoidale a f=1 GHz arrivera al
carico R, in ritardo di un intero periodo.




Oltre i principi di Kirchhoff —verso una
trattazione elettromagnetica

e Quindi possiamo trattare con |" approssimazione
istantanea di Kirchhoff circuiti piccoli e a
frequenze << 1 GHz.

e Altrimenti dovremo utilizzare le equazioni di
Maxwell.




Oltre i principi di Kirchhoff —verso una
trattazione elettromagnetica

e Esempio comune: la
motherboard di un
computer ha dimensioni
dell’ordine di 20 cm ed |l
segnale di clock € a 3-4
GHz.

e | progettisti devono
tenere conto del ritardo
nella propagazione dei
segnali dalla CPU ai chip
esterni (ad esempio la
RAM deve essere molto
vicina alla CPU),
altrimenti non si
sincronizza nulla !
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Oltre i principi di Kirchhoff —verso una
trattazione elettromagnetica

e Consideriamo ora il circuito elementare per
la trasmissione di segnali su lunghe
distanze, la cosiddetta “linea di
trasmissione”.
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(’\D Linea di trasmissione Z4




Oltre i principi di Kirchhoff —verso una
trattazione elettromagnetica

e |n pratica questa puo essere una piattina bifilare,
o il cavo telefonico, o il cavo coassiale RG58 (BNC)
che si usa in laboratorio o per le antenne, una
pista di rame su un circuito stampato ....
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(’\D Linea di trasmissione Z4




Oltre i principi di Kirchhoff —verso una
trattazione elettromagnetica

e Sia V,(t) la tensione del generatore e Z Ia
sua impedenza interna.

e Sia Z. |I" impedenza del carico.
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(’\D Linea di trasmissione Z4
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Linea di Trasmissione

e Schematizziamo la linea come due conduttori
paralleli, con distanza e sezione costanti e fermi al
passare del tempo (linee uniformi).

e Consideriamo un tratto dx della linea, e
schematizziamolo col circuito equivalente visibile
sotto:

o——

O G| |z
Rg Lg

O
w

O
|
ll




Linea di Trasmissione

e Tra le posizioni x e x+dx tensione e corrente
variano, perche ci sono cadute di tensione dovute
aRel,eperdite di corrente dovute a C e G.

e Siccome il tratto di circuito considerato e piccolo,
al suo interno si puo usare la trattazione
standard:
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Linea di Trasmissione:

cadute di tensione

dV, =V, (x+dx,t) -V, (x,1) =—-R, 1 (X,1) - LA% | (X,1)

dVy =V (x+dx,t) -V, (X,1) = Rz 1 (X, 1) + L % | (X,1)

(’\D - e ] C==%1/G Z




dV, =V, (x+dx,t)-V,(x,t) =—R, 1 (x,t) — L, % | (X,1)

dVy =V (X+dx, t) —Vi (X, t) = Rz 1 (X, 1) + L; % | (X,1)

V(X+dx)—V(x) =
=[V,(X+dx,t) =V (X+dX, )] - [V, (X, 1) =V (X, 1)]

V (X+0dx) =V (X) = —(R, + Ry 1 (x,t) — (L, + LB)g 1 (x,t)

I(x,t):
\ c=3jue| |z
RB LB |
Zo ot MWW—000) N —

_(x.t)

0 |x Xx+dx| L xI




e Definendo RA n RB Resistenza per unita

Ru di lunghezza
dx
| — LA T I—B Induttanza per unita
u - dx di lunghezza

[

1(x,t)
CT=|1/G| |Z
Rg Lo
_Q...._,N\NV\_WQNH o—
_(x.t)
0 | X x+dx| L




V (x+dx) =V (x) = —(R, +R) 1 (x,) — (L, + LB)% 1 (x,1)

R, X+ L dX—

0

V(Xx+dx)-V(x)=- . | (X,1)
ovV(xt) | 0 oV (x,t)
o = Rrhg |t Pommeie LA (G
R L
....._\/VV\?V\_M.Q) ...‘_
1(x,t)
Zs |79 _(x.t)
G (| X —
X X+dx | L X




Linea di Trasmissione:

perdite di corrente (1/G € una resistenza)...

dl (x,t) =-GV (x,1) —%Q(x,t) =-GV(x,1)-C %V (x,1)

o
&I(x,t)z

—[Gu +C, %}v (X, t)=

8,
— 11 = 1Y, M (x.t)

Come prima: G, e C,conducibilita e capacita per unita di lunghezza
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I(x,t):
C/—=\1/G Zg
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Yu e Zu =Ammettenza e Impedenza della linea per unita di lunghezza




Linea di Trasmissione:

equazioni differenziali e quadrupolo equivalente

ovV(xt) [ 0 OV (x,1)
—| R, +L, — [I(Xxt )
|~ ox _ A (x,1) [ 1z J1(x,1)
lol(x,t) [ 0 ol (x,t) _
- G, +C, — M (x,t Y, V(X1
. OX i "ot (1) . OX [ }\/( )
1L Zu ...83_
NIV 2,
Zs —o- “s O—
G (| X —
0 |x X+dx| L X




Linea di Trasmissione:

Per segnali sinusoidali

Z=R+joL = Z,dx=(R,+ jol,)dx
Y=G+ joC = Y, dx=(G,+ jwC, )dx

Dove Z, e Y, sono impedenza e
ammettenza della linea per unita di lunghezza.

Quunn Zu ....8)_
NIV Y, z,
Zs Q=" | I —
G (X e—
0 |x X+dx| L X




OX

J\.

L OX
OV (x)

OX*
o°1(x)

OX?

C)lll

NIV

ZG _<>lll

VO _ 17 1%
ol (X) _

Equazioni dei
Y, V(%) Telegrafisti

O
_[Zu ]& I (X) — ZuYuV (X)

O
_[Yu ]&V (X) — ZuYu I (X)




82;(2X) =Z .YV (X)=yrV(X) Equazioni dei
1 82 () Telegrafisti
>— =2Z,Y,1(X) =7 %1 (X)
. OX
02V (X
(2 ) —V(xX)=0
< agi((x) 7/2 — ZuYu
Pv —°1(x)=0
Qnunn Zu ....8)_
NIV Y, z,
ZG @ nns | I —
G (| X —
0 |X X+dx| L X




LY,
@X(ZX) —7V(x)=0 Equazioni dei
< ] °
o°1 (X Telegrafisti
| 5X(2 )_VZI(X) =0

la soluzione e'del tipo

ce”+c,e™” quindi

V(X)=Ae™”™ + Ae™”

dove le costantli Ale A2 contengono le fasi : ,5& = Ae'”
A — Ael”

Z,=2.e"

definendo

y=a+ip=ZY, = J[R,+]jaL)G,+ jaC)

\7(X) — ,&le_”( 4 ,&Zeﬂ’x — Ale—(aﬂLj,B)X i '&Ze+(a+j,8)x




Soluzione per V

V(X)=Ae ™+ Ae7 =
_ A @HNX | ] etarifx _

_ Alej(/)le—axe—jﬁx 4 Azejcoz a+Xa I

e quindi

V (x,t) = Re{V (x)e |

= Ae COS(a)t — X+ gal) Onda progressiva
+ Ae" cos(at + X+ @,) Onda regressiva



Onda progressiva

V (x,t) = Ae * cos(awt — SX + @, )
+ Ae" cos(wt + BX +@,)

Onda regressiva

e " ampiezza decresce esponenzialmente con la
distanza, a causa delle dissipazioni R e G

e |" onda progressiva A, e grande all’ inizio della
Inea e si smorza

e |" onda regressiva A, e grande alla fine della linea
e si smorza “rimbalzando indietro”




Onda progressiva

V (x,t) = Ae * cos(awt — SX + @, )
+ Ae" cos(wt + BX + @, )

Onda regressiva
e Vediamo perche |’ onda Al e detta progressiva.

e Lavelocita (di fase) v e la velocita che deve avere un
osservatore viaggiante lungo la linea per vedere sempre la
stessa fase dell’ onda (ad esempio viaggiando a cavalcioni
di una cresta o in fondo a un ventre).

e |La condizione di fase costante e

Velocita’ di fase
positiva per Al




e La soluzione in regime sinusoidale e

Onda progressiva

V (x,t) = Ae * cos(awt — SX + @, )
+ Ae" cos(awt + S + @, )

Onda regressiva

e Le due onde si propagano nella linea con velocita
di fase (B=Im(y)=Im(sqrt(Z,Y)))

\Y; Per 'onda progressiva

_@
F;

(60 .
V=—— Per I'onda regressiva

F;



Caso non dissipativo:

e Nel limite di R,;=0 e G =0, si calcola facilmente

= /(joL, (jeC,) = jo/L,C,

— ) T = I—u(:u
V (x,t) = A cos|ao(t —x/ V) + @, |+
+ A, cos|[a(t +x/V)+ g, ]
& "
Zs 95




Esempio: Cavo coassiale RG-58




Autoinduzione in un cavo coassiale

Coefficiente di autoinduzione L definito da : D = |_i
Dove ® ¢ ilflussodiB: @ :_[B-d§
S

Nel caso di un cavo coassiale percorso da corrente
I il campo all’ interno del cavo € tangenziale, € la
sua intensita a distanza r dall’ asse si ricava dal
teorema della circuitazione:

fB-di=pi — B2ar=pi — B(r)=2
2nr

Allora si puo calcolare il flusso di B attraverso una
superficie rettangolare interna al cavo, lunga I:

cp:jé-d§zi|3(r)|dr=| al idr Ak
S a

27 r 27 a

a

E quindi I induttanza per unita di lunghezza &

RN
| 1l 2 a




Capacita di un condensatore cilindrico
jE-d§=Q/g———> E2arl =Q/ ¢
S

E(r)=Q/(2xarel) = pl(2are)

b
P qr=_F_ ﬂzim(g)
27 e 2y, ¥ 2me A

Q Ol 27el
C = — 0 — =
AV AV In(bj

b b
AV,, = | Edr =|

a
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Esempio: cavo coassiale RG-58

e 4

27TE

1 1 C
C, = V= =——=
< nb/a) _ JCL  Jeu e

L = inp/a) RO:JLU/Cuzzi,/ﬂ/gln(b/a)
X /A

\ 2T

Numeri tipici per I’ RG-58:
1 egg=2, v=c/sqrt(2)

C,=100 pF/m

R,=50Q2

v=20cm/ns

T=5ns/mM

Quindi un cavo di 100m introduce un ritardo di 500 ns (che
misurete nell’ultima esperienza).



Caso dissipativo:

y=a+jf=yZ,Y, =R, +jol, )G, + joC,)

RG, . C/R, . LG, , L,C,
=4/ L,C, + Jo + Jo — =
L,C L,C L,C

u u u u u u

LUCU
— LUCUJRuGu + ja)(R“ +G“j—a)2

L C L, C

u u u u



Caso non distorcente:

¥ =+/L,C, \/R“G“ + ja)(R“ +G“j—a)2

LUCU LU CU
R (CT . .
Quando Y4 — —u cioe le due costanti di tempo sono uguali,
LU CU

> _ _
y = LUCU\/[EJ +ja)2£|E—:j—a)2 =,/ L,C, IE—:+ja)

E quindi ( R, C, |’ attenuazione non
a=4LC, L R, L = dipende da ®
u

u
W 1 La solita,

p=0LC, = v= F; = CC indipendente
Tutte le onde'componenti il segnale uTu daw
si propagano nello stesso modo: il segnale non viene distorto.




Caso di alte frequenze

per G, —> 0 e R, << wlL, (e buon isolamento):
¥ =JR, + jolL G, + joC,) =

~ JcooC  JooL || 1+ _R“ = Joo_|C,L,|1— ] R, —
JoolL ol

i . R _ . R
= ~JC, L, L [1— — = C,L,| 1— =
Jo u u\/ J Jo u u[ JZCOLUJ

ol

> [ L
CU
B=—cwJLC. = wv—_——T
R R

Impedenza della
2 u © | Linea, ci serve dopo




Soluzione per la corrente

(sinusoidale)
e Dall’ eq. dei telegrafisti
oV (X) 1 oV (X)
=—|Z, |l I = — =
~ =z =100=-——

u

2 [Re "~ Ae]-

— Zl c’fx [Ale‘”‘ +Aze+”‘] Z
R I
Y

u

R, + JolL,

u ¢ una impedenza Z, =2, =\/

u

G, + JoC,



Soluzione
| (x,t) = Re{l (x)e it | =

per la corrente
1 . _— . .
_ Re{zoej'// [Ale > Ae VX]} (sinusoidale)

| (X,t) = Zie"‘x cos(wt — X+ @ —y )+

o Onda progressiva

Onda regressjva
—Zie“)‘X cos(at + X+ @, —y

0)

e Da confrontare con:

V(x,t) = Ae * cos(wt — X + ¢, )
+ A" cos(wt + X + @, )

e Sivede che per ciascuna onda il rapporto tra tensione e
corrente vale Z_. Inoltre c’e uno sfasamento -v.



Usando la notazione solita:

7 —zev o [Rutloh,
s G, + JaC,

R, + JoL

U (G, — jwC )G — joC
Gu+ja)C(“ JaoC,) (G, — JaC,)

:\/(Ru + ol )(G, — JaC,) _

u

2 22
G —oC;

(RG, +®°’L,C)+ jo(LG,-R,.C,))
G’ -w’C’




Soluzione per la corrente

(sinusoidale)

— 1/2
Im(Zo) _ arctg a)(Gu Lu e IQucu)
Re(Z,) R,G, +®’L,C,

e Lo sfasamento e nullo
— Perlinea non distorcente G, L, = R,C,
. . — / L
— Per linea non dissipativa R, -0 G, >0 Z 6 — U = R,
— Per alte frequenze C,
R, <<owL, G, <<alC,

u

Z :ZOejwz\/R“+!“)L“ R
e In tutti questi casiV Cu + J@C, C,

Z, — /L“ = R,
CU

e Cioel” impedenza siriduce a una resistenza.

W = arctg{




Segnali Impulsivi

e Per segnali non sinusoidali la trattazione si complica molto. Ma abbiamo visto che
almeno nel caso non dissipativo le diverse componenti sinusoidali si propagano

tutte allo stesso modo.
e Studiamo quindi questo caso in generale:

oV (xt) R +L, a | (x.0) vV (xt) __ )
/X L "ot R "ot
ol (x,t oV (xt

A _ 16 e 2 b XY _ o VY
OX "ot | . OX ot

§ -

e Derivando la prima rispetto a x e la seconda rispetto a t:

OV (x,t) AL
S " oxot OV (x.t) CcL OV (x,1) 0
2 2 u—u 2
O°l(x1) _ c aZV(x t) OX ot
| oXot u 8t2 Equazione delle onde




Segnali Impulsivi

2
0 V(>2<,t) L aZV(Z,t) 0
OX ot
e La soluzione generale e del tipo
V(x,t)=f,(x—vt)+ f,(x+vt) con v= L1C

e Analogamente si trova I’ equazione per |, che ha soluzione
1(X,1) = g, (X—Vt) + g, (X +Wt)
oV (X,1) _ ol (x,1)

e Sostituendo nella u si ottiene
OX ot

V(x,t)= f,(X=V) + (X + W)

I(x,t):Ri(fl(x—vt)—fz(XJrvt

. 0

-

)) dove <




C I, (x=vt)+ F,(x+ VD] = —L, <[, (X— VE) + g, (X + V1)]
OX ot

ma
o o O(X —vt) _

oX  o(x—vt)  ox
of, oO(Xx—vt) N of, o(x+vt)
o(x—vt)  ©OX o(X+wvt)  OX
L 09, 8(x—vt)+ og, O(xX+vt) N
o(x—vt) ot o(x+vt) ot

of, N of, — L 0g, (—v)— L, 09, (V) =
O(x—vt) O(Xx+wvt) O(X — vt) O(X + vt)
< o, _ L v 09, — g, = f,
L O(X—vt) O(X —vt) L,V
< o, v o9, — g, =— f,
L O(X+ vt) O(X + vt) L,V




_f(x=vt)  f(x+vi)

V(x,t) = f(x=vt)+ f,(x+vt)

I(x,t):Ri(fl(x—vt)—fZ(XJrvt

0

)) dove -




Segnali Impulsivi

V(x,t)= f,(X=V) + (X + W)
1

-

I(X’t):R—(fl(X—Vt)—fz(x+vt)) dove <

0

e (Ciaspettiamo quindi le solite onde progressive e regressive

e Ad alte frequenze ci aspettiamo anche che siano attenuate durante
la loro propagazione di exp(-aX).

* Inoltre ci aspettiamo che I’ impedenza della linea (rapportotraVel

per ciascuna delle onde) sia R..
(

C - 27TE
" In(D/d 1 1 C
CIE) i

Lu:ﬁln(D/d) _\/CuLu e E

\ 27

3
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Segnali Impulsivi

-

27TE

1 1 C
C, = V= =——=—
" In(D/d) _ . JCL, Ve &

L =2 In(D/d)  |R =LIC, = [ulzIn(D/d)
2T 2T

.

Numeri tipici per I’ RG-58:

er=2, V=c/sqrt(2)

C,=100 pF/m

R,=5002

v=20cm/ns

T=5ns/m

Quindi un cavo di 100m introduce un ritardo di 500 ns.



Segnali Impulsivi

« Supponiamo di collegare la linea | Senza linea
ad un generatore con R interna pari V,
a Ry, e che genera un impulso
ampio V, per un tempo T.

. ?1 generatore “vede” un carico di ——
Impedenza R, almeno finche’ non 01 2 3 4 t(us)
arriva I’ onda regressiva dall’ altra N
estremita’. Con linea

o Quindinel puntox=0at=0eper Vg~ (adattata)

un tempo2t,=2¢/v si ha

\ux=Q0=vm=waTR l
0 g

X b 1 2 3 4 t(us)

g
R, + R,

1(x=0,t)=1_=V

.



Linea Adattata

Al tempo t=t,=l/v il segnale arriva all’ estremita opposta della
linea, attenuato di exp(-a ?):

V(x=0t)=V,, =V, e*
. V

| (x =7,t) = 2"
\ ( ) R

La seconda eq. deriva dal fatto che c’e solo I’ onda progressiva.

Quello che avviene successivamente dipende da come e
terminata la linea. Supponiamo che sia chiusa su una resistenza
R.. Nell” attimo in cui il segnale arriva all’” estremita trova la
resistenza R_ che chiude Ia linea.

Se R_=R, non c’eé cambiamento, perche V(x,t)/I(x,t)= R,come
era nella linea. La resistenza R, assorbe completamente ed
esattamente le tensioni e correnti arrivate in quel punto, e
quindi non parte I” onda regressiva — non c’e riflessione. Si dice
che la linea e adattata.



Linea Aperta

e Se lalinea e aperta (R_=infinito) in X={ ci deve essere
sempre I(x=£)=0. Possiamo garantire che questo

avvenga sovrapponendo all’ onda progressiva che e
arrivata fin li una onda regressiva (riflessa) tale che le
correnti generate dalle due onde si annullino
perfettamente. Avremo quindi

O=I1(x="0t)=1I
eanche V. =V

out

ot thin = Lin =—lou

V.
definendo il coefficiente di riflessione ' = -

out

si ha in questo caso I' =1. Quindi sommando le due onde :
V(x=0t=t)=V +V,, = 2Vine_ag



Linea Aperta

e Quest’ onda riflessa comincia a viaggiare indietro
lungo la linea, e al tempo t= 2t,=2{/v arriva all’ ingresso

della linea, attenuata di un ulteriore fattore exp(-af).

al

e At=2tlatensione in ingresso sale quindia Vi, +V, e~

A

LT

>
0 1 2 3 4 tus)

I = 2'[@:2@/V

Linea aperta




Linea Aperta

e Quindi all’ ingresso | Senza linea
V

vedremo un’ onda di g
questo genere:

01 2 3 4 tus)

| Linea aperta

V- e—205@

In

4 t(us)

t:2t@:2£/V
Arriva I’ “eco” 0 1 2 3

dell” impulso |
Finisce I
Impulso
originale Finisce I
“eco” dell’ impulso




Linea Aperta
e Consideriamo adesso un punto diverso, a distanza x da
qguello iniziale: in ogni punto della linea avremo |a
sovrapposizione di onda progressiva e onda regressiva:
pert, <t< 2t,

V(x,t)=V e +V_ e "™ o[{t-t)—(—x)/v]=

out

=V, e +V, e e ™[t —t,)— (/- x)/v] =

=V, le ‘”+e“<2€(x))6’[(t t,)— (£ —x)/v]|

e Dove

0
o




| Inea In corto

e Selalinea ein corto (R.=0)in X={ ci deve essere
sempre V(x={)=0. Possiamo garantire che questo
avvenga sovrapponendo all’ onda progressiva che e
arrivata fin li una onda regressiva (riflessa) tale che le
tensioni generate dalle due onde si annullino
perfettamente. Avremo quindi

0=V(x=lt)=V  +V, = V., =-V

out out
Vrifl

equindi I'= =-1

out

Quindisommando ledueonde:
V(x=Lt=1t) =V +V5, =0

1 V,,
I(x=]t=t)= R_O(Vout Vi) = 2?

0



Linea in corto

e Quest’ onda riflessa comincia a viaggiare indietro
lungo la linea, e al tempo t= 2t,=2{/v arriva all’ ingresso

della linea: Se non fosse attenuata annullerebbe

perfettamente la tensione del generatore. Ma e
attenuata un fattore exp(-2af): \y _\ 2«
14 IN

Vg~ Linea in corto

>
0 1 2 3 4 t(us)

I = 2t@:2£/V



Linea in corto

e Quindi all’ ingresso
vedremo un’ onda di

| Senza linea
V

9

questo genere:

t:2t@:2£/V
Arriva I’ “eco”
dell” impulso

Finisce I’

Impulso

originale

Finisce I
“eco” dell’ impulso

0 1 2 3 4 tus)
A
Vg Linea in corto
Vin:Vg R, 1 —
R, + R,
V- _V e—Za@

0 1

2

_Vine—ZaZ I




In generale

e Per R, qualsiasi ricaviamo il coefficiente di
riflessione imponendo la legge di Ohm perR_:

Vix=0(t=t,) o
I(x=/t=t) °
V.e ™ +TV e™
—af —af — RC
vVi.ew TVe
R R

0] 0]
e Siverifica facilmente che I" vale O per R.=R_, vale

1 per R, infinita e vale -1 per R_ =0.
* |ningresso




e Tutto questo verra verificato sperimentalmente
nell’ultima esperienza del corso (30/5/2018).




